Kapitel Il

Lagemale

D. 3. 1.(Arithmetisches Mitte)
Seienx,, x,,..., %, die beobachteten Werte eines Merkm#&lsmit Auspragungeas,, a,,...,8, .

Als arithmetisches Mittgfir nichtgruppierte Daten) bezeichnet man:

Zn: X (einfache}
1 k
:EZaj [H,(a) (gewogends
=1

BS. 3. 1.
Betrachtet sei das Beispiel BS. 2. 1.

17.05, 17.80, 17.80, 14.70, 15.15, 18.30,
16.20, 16.20, 16.55, 17.05, 15.15, 15.60,
15.60, 15.60, 16.20, 14.00, 15.00, 15.60,
16.55, 18.00, 17.50, 17.05, 16.55, 15.60,
15.60, 15.00, 16.20, 18.30, 17.50, 15.60.

Der durchschnittliche Stundenlohn (in €) als eihcarithmetisches Mittel lautet:

N 30
x=i X :4—89:16.30€.
3047 30

Zur Berechnung des gewogenen arithmetischen Mittetsfolgende Tabelle erstellt:

a, H.(@,) |a H, ()
14,00 1 14.00
14,70 1 14.70
15,00 2 30.00
15,15 2 30.30
15,60 7 109.20
16,20 4 64.80
16,55 3 49.65
17,05 3 51.15
17,50 2 35.00
17,80 2 35.60
18,00 1 18.00
18,30 2 36.60
Summe 30 489.00




Damit erhalten wir wieder:

B 12
x:i C EI—In(a].):4—89=16.30€
304 30

B. 3. 1.(Arithmetisches Mittel bei gruppierten Datgn
Sei p die Anzahl der Klassen. Dann gilt

mit

Sindx, i =1, 2,...p, nicht bekannt, so werden sie durch die Klasse¢amit

-9+G
m:==—

i=1 2,..p,

ersetzt. Dabei sind;, bzw. G die untere bzw. die Obere Grenze der Kl&gse
Es gilt folgende Abschéatzung:

12 -
i=1 i=1

BS. 3. 1.(Fortsetzuny

Ki Hi m m |:Hi g |:Hi Gi EHi
K, =[14.00, 15.0p 2 14.50 29.00|  28.00 30.00
K,=[15.00, 16.0p | 11 1550 | 170.50| 165.00  176.00
K, =[16.00, 17.0p 7 16.50 | 11550 112.00  119.00
K,=[17.00, 18.4p| 10 17.70 | 177.00| 170.00  184.00
30 492.00 | 475.00]  509.0(
x~222_16.40€;
30
475 509

— ~=15.83< x< 16.9% —
30 30

Die Uberschatzung des durchschnittlichen Stundesidiedeutet, dass die Werte in den
einzelnen Klassen in der Regel links von dem jageil arithmetischen Mittel liegen.



B. 3. 2.(Einige wichtige Eigenschaften des arithmetischenthéis)
1.

Z(xi—ij:z‘x— nx
i=1 i=1

=nx-nx=0.
2. (Minimaleigenschaft des arithmetischen Mittels)
n 2 n
Z(& —ij <>(x-2°, zOR, beliebig.

i=1 i=1

3. Werden die Einzelwertg einer linearen Transformation unterzogen:

X =a+pB%, i=1 2,.n; a B=const R,

dann gilt
18 18
x =3 % =2 (a+pBx)
i=1 i=1
ZE(nm+'B§n:)§j
n =
:a+§i){i,

d. h.
X =a+px.
4. Zu berechnen sei das arithmetische Mixtéiir eine Grundgesamtheit vom Umfamgdie

in zwei oder mehr Teilgesamtheiten aufgetsiltderen Umféange und arithmetische Mittel
bekannt sind.

Beschranken wir uns auf zwei Teilgesamtheitérden Umfangem, und n,

(n, + n, = n)und deren arithmetischen Mittel undx., dann ergibt sich

- 1 N N

X'nl+n2(;’“+;"zj
_ Xk,
n+n,

BS. 3. 2.

Eine Autovermietung berechnet fur ihre Wagen e@stef Tagesgebiihr von 40 € und einen
Kilometersatz von 0.40 €/km. Ferner sei bekanrgsdie Wagen taglich im Durchschnitt
250 km zurlcklegen.



Berechnen Sie die durchschnittlichen taglichen &nmmnen pro Wagen.

Losung

a=40€, [=0.40€, x= 250k
X =40+ 0.400250= 140 .

BS. 3. 3.

Ein Unternehmen besteht aus den beiden Betriebemd/B. Die 400 Beschéftigten von A
verdienen monatlich im Durchschnitt 2920.84 € ured3D0 Beschaftigten von B monatlich
im Durchschnitt 3012.17 €.

Berechnen Sie den durchschnittlichen Bruttomonadéeest sdmtlicher 700 Beschaftigten
von A und B. zusammen.

Losung
n,=400 n,= 300, x= 2920.84 €, %= 3012.9t

5 = 400C2920.84 300 3012.98,0 .0 oo,

400+ 300

D. 3. 2.(Median bzw. Zentralwejt
Als Medianbzw. Zentralwertbezeichnet man

><[n+l} flr n: ungerad:

2

Me:= 1
—( X, J flr n: gerade
2\ T3 Te

Dabei wird mit[ | die Position des Merkmals in der geordneBembachtungsreihe
dargestellt.

BS. 3. 4.
Gegeben sei die folgende Notenliste

5,2,2,1,4,5,3,2,1,3,4

LOsung

(o]
\I
(o]
[EEY
o
[EEY
=

Position| 1 2 3 4 5
Note 1 1 2 2 2 3 3

N|OO
~
6}
ol

Me = T&} =% =3

2



B.3.3.
Im Gegensatz zum arithmetischen Mittel wirken gufzelne extrem hohe oder extrem tiefe
Beobachtungswerte nicht in besonderer Weise auivihan aus.

BS. 3. 5.
Gegeben sei folgende Liste des monatlichen Einkamsmaen 11 Mitarbeitern einer Firma
in €.

2600 2500 2650 2720 5240
2450 2700 2750 2500 2750
2600.

Wie lautet das durchschnittliche Monatseinkommeseli Mitarbeiter?

LOsung:
Das arithmetische Mittel

X= 31460_ 2860.0C €
11

stellt ein falsches Bild dar. Daher wird der Medi®rechnet und als durchschnittliches
Monatseinkommen genommen:

Position 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1( 11
Einkommen| 2450| 2500 2500| 2600| 2600| 2650| 2700| 2720| 2750| 2750| 5240

Me= Tﬁl} = Xg = 2650.0( €.

2

B. 3. 4.(Median bei gruppierten Daten
Gegeben seien die Klasden i =1, 2,..p mit den relativen Haufigkeitem, i =1, 2,..p.
Gilt

i-1

> h <05

j=1

> h 205
=1
so liegt der Median in der Klaske. Er wird berechnet nach der Formel:

o.5—iz_1:hj

Me= g +—=2—h.
h



B. 3.5.
Der Median teilt die gesamte Histogrammflache irezgleichgréRe Teile.

BS. 3. 1.(Fortsetzuny
Berechnen Sie fur das gruppierte Datenmaterialietian.

Losung:

K, =[14.00, 15.0p , S
30

K,=[15.00, 16.0p , h, =%,

K, =[16.00, 17.0p =%,

K,=[17.00, 184D, h, =:1%—8.

2
hl=§)<0.5,
hl+hz+ |~5=£+1—1+_7:£0>0,5,

30 30 30 30

d. h. der Median liegt iK,. Genauer:

0.5- 13
Me:16+T30 (1= 16.28571428 16.£.

30

D. 3. 3.(a — Quantil)

Als a - Quantil, bezeichnet mi;ta (0O<a<1), einer geordneten Beobachtungsreihe
bezeichnet man

fall n[& keine ganze Zahl ist.
(k ist dann die auh[&r folgende ganze Z:
1 fallsn[& eine ganze Zahl ist.
_(X[k + )ﬁkﬂ ) :
2\ I/ (Esis dank=nlxr .)

. g

Xa =

Dabei wird mit[ | die Position des Merkmals in der geordneBembachtungsreihe
dargestellt.



BS. 3. 4(Fortsetzung
Er mitteln Sie 0.25-Quantil der Noten.

LOsung:
na =11[0.25= 2.75, k=

Damit ist

X025 = X5 = 2.

BS. 3.1.(Fortsetzung
Berechnen Sie das 0.75-Quantil fir das nichtgrupgp2atenmaterial.

LOsung:
na =3000.75= 22.5, k= Z

Damit ist

X075 = X5 =17.0E €.

B. 3. 6.(a — Quantil bei gruppierten Datep
Gegeben seien die Klasden i =1, 2,...p mit den relativen Haufigkeitem, i =1, 2,...p.
Gilt

i-1
Y h<a
= . (0<a< 1,

ihj >a
j=1

so liegt dasa — Quantil in der KlassK, . Er wird berechnet nach der Formel:

BS. 3. 1.(Fortsetzuny
Berechnen Sie fur das gruppierte DatenmaterialaddaQuantil mita =0.25 bzw. a =0.75

LOsung:
Seia =0.25:
2
=—<0.25,
n 30



2 11 13
+h =2 +2-==22>0.25
=0t 30" 30

d. h. Xozs liegt inK,. Genauer:

- 0.25—£

~15+_— 30=
Xo.25 =15+ 11 1= 15.5(€.

30
Seia =0.75:

h=-2<0.75,

30
2 11_13
+h,=—+—=—<0.75,
n*h, 30 30 30
2 11, 7 _20
+h+h=—+—+—=—x<0.75,
ERALASL 30 30 30 30

h+h+h+h=1>0.7¢5

d. h. Xo7s liegt inK,. Genauer:

~ 0.75- 20
xO_75=17+1—030 [(18.40- 17.00y 17.Z€.
30
B.3.7.
Es ist

Me = Xos.

D. 3. 4.(Quatrtile)

Xo2s Wird alsunteres Quartibezeichnet undxo.7s alsoberes Quartil

D. 3. 5(Prozenti)
Liegt a als Prozent vor, so wird das entsprechende Quartdh aldProzentilbezeichnet.

D. 3. 6(Modusbzw. Modalwer)

Als Modusbezeichnet man diejenige Merkmalsauspragung.idaeetigam haufigsten
vorkommt.

Im Falle eines gruppierten Datenmaterials wircheder Klassek, mit der maximalen

Haufigkeit folgendermaf3en berechnet:

e hi - h—l .
M= gi-'-Zhi_h—l_hul:h



BS. 3. 1.(Fortsetzuny
Berechnen Sie den Modus fiir das

1. nichtgruppierte
2. gruppierte

Datenmaterial.

1.
M =15.6C€ (mit der maximalen Haufigkeit 7).
2.
11 2
M =15+2D]jo__23?7ﬂ= 15.69 ¢
30 30 30
B. 3. 8.

Es ist grundsatzlich moglich, die Definition desdis auch auf den mehrdeutigen Fall zu
erweitern. Fur den Fall, dass zwei Modi vorkomnsgricht man von eindsimodalen
Verteilung

B.3.9.
Bei nominalen Merkmalen ist der Modus der entsafraie und einzig mogliche
Lageparameter.

B. 3. 10(Beziehung zwischen einigen Lagemaf}en
Im Falle einer symmetrischen Verteilung gilt

M = Me= x.

Bei rechtssteilen (bzw. linksschiefen) Verteilunggitt

x< Me< M.

Analog gilt fur die linkssteile (bzw. rechtsschigkerteilungen

Me< x< M.

B.3.11.
Der Modus ist besser geeignet, falls

- das Histogramm mehrere Spitzen hat.
- das Merkmal nominal skaliert ist.



Das arithmetische Mittel ist besser geeignet, falls

- der Stichprobenumfang nicht sehr klein ist.
- die Verteilung nicht allzu asymmetrisch ist.
- es nicht zu viele Ausreiler gibt.

Der Median ist besser geeignet, falls

- der Stichprobenumfang klein ist.

- die Verteilung stark asymmetrisch ist.
- esviele Ausreil3er gibt.

- das Merkmal ordinal skaliert ist.

D. 3. 7(Ungewogenes harmonisches Mitjel
Gegeben seien die Beobachtungswerte0, i, 2,...n, eines MerkmalX . Als

(ungewogenes) harmonisches Mittekeichnet man:

B.3.12.
Die Berechnung eines harmonischen Mittels ist galyotrenn z. B. einen Durchschnitt zu
berechnen gilt aus

a) Preisen bei gegebenen Umsatzinformationen,

b) Hektarertrdgen bei gegebenen Ertragsinformatione

c) Geschwindigkeiten bei gegebenen Wegstreckeirdtiomen

d) Stuckkosten bei gegebenen Kosteninformationen,

e) Arbeitslosenquoten bei gegebenen Arbeitslosemimdtionen

f) Bevolkerungsdichten bei gegebenen Bevdlkerurigsimationen.

BS. 3. 6.

Ein Pkw legt vier Teilstrecken einer Gesamtstratiiefolgenden Geschwindigkeiten zurtck:
Teilstrecke Nr. 1 2 3 4
Lange der Teilstrecke in kn 30 10 4( 20
Geschwindigkeit km/h 40 50 80 10(

Durch welche (entlang der Gesamtstrecke konstdrdlggne) Durchschnittsgeschwindigkeit
wuirde er die Gesamtstrecke in der gleichen Zeitéhteyen?

LOsung:

% = 100
"T30 10 40 20
+—+—+

40 50 80 100

=69 km/h.

10



BS 3.7.

Ein Kapital von 1000 € ist in Aktien angelegt. ImJahr vermehrt sich das Kapital tberhaupt
nicht, im 2. Jahr erhéht es sich um 10%, im 3. Jaimr 20%.

Berechnen Sie die durchschnittliche Wachstumsrese<apitals.

LOsung:
Betrachten wir zunachst die tatsachliche Entwiclgldas Kapitals:

Jahr Kapital am Ende des Jahras
n K

1 K, =1000€

2 K, =1000+ 100070.1¢ 1100.( €

3 K, =1100+ 1100]0.26- 1320.( €

n

Es wird nun gezeigt, dass das arithmetische Miit#t geeignet ist, die durchschnittliche
Wachstumsrate des Kapitals darzustellen:

0.00+ 0.10+ 0.20

X = =0.10
3
Jahr Kapital am Ende des Jahras
Kn
1 K, =1000+ 1000]0.1&¢ 1100.¢€
2 K, =1100+ 1100J0.16 1210.( €
3 K,=1210+ 121070.1¢ 1331.(€

Das ErgebniK, =1331.0(€ entspricht nicht der Realitat!

D. 3. 8.(Geometrisches Mittel
1. Gegeben seien die Beobachtungswg/te,,...,x, > 0 eines MerkmalX . Als

ungewogenes geometrisches Mikteteichnet man

Xg = n/ﬁ X .
1=1

2. Gegeben sei die Haufigkeitsverteilung des Metkida dessen Auspragungen
a, i=1,2,..k, mit den absoluten Haufigkeitdd, (a,), i =1,2,...k, bzw. den relativen

Haufigkeitern, (a), i=1,2,...k, auftreten.
Alsgewogenes geometrisches Mittekzeichnet man

’n
v — H, (g
Xg-_nl_la()
1=1

11



k h(a)
(&
- a .
1=1

BS 3. 7.(Fortsetzung

xg:=(1+0.00(+ 0.19( ¥ 0.20= 1.096961,

d, h. die tatsachliche durchschnittliche Wachstaesdes Kapitals betragt 9.696131 %, was
die nachfolgende Tabelle bestatigt:

Jahr Kapital am Ende des Jahras
n K,
1 K, =1000+ 100010.09696131 1096.€
2 K, =1096.96+ 1096.968 0.09696131 1203 €
3 K, =1203.32+ 1203.32 0.09696131 1320 €

B.3.13.
1. Das geometrische Mittel wird oft auch dort aéggemal? verwendet, wo eine
logarithmische Skala sinnvoll ist, denn es gilt

In¥, = X Do 0%,
:%(In X +Inx, +...+In >§]) :%Z In x (arithmetisches Mittel voin x; ).
2. Es qilt
Xg < X
(Xg=X = X=%=.7X)

12



(Letzte Aktualisierung: 23.06.08)
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